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Введение 
Реальные тела могут деформироваться, то есть изменять свою форму и 
размеры. Деформации тел происходят вследствие приложения к ним внешних 
нагрузок. При деформации тела его точки, а также линии или сечения переме-
щаются в плоскости или в пространстве относительно своего исходного поло-
жения. Одной из важнейших задач сопротивления материалов является оценка 
прочности и жесткости конструкции при произвольных нагрузках. 
В данном пособии рассматривается одно из основных простых видов де-
формации стержня: кручение. 
Кручение возникает при воздействии на стержень внешних сил, которые 
образуют момент относительно оси стержня. Деформация кручения сопровож-
дается поворотом поперечных сечений стержня друг относительно друга и во-
круг его оси. 
Учебно-методическое пособие состоит из 2 разделов: расчеты на проч-
ность и жесткость при кручении и расчетно-проектировочное задание. 
В первом разделе приведены основы теоретических расчетов различных 
конструкций при действии на них кручения. При этом рассматриваются аспек-
ты поведения конструкций при действии на них различных параметров. 
Во втором разделе даются различные схемы и численные данные для са-
мостоятельных расчетов различных конструкций при действии на них круче-
ния. Также приведены образцы расчетов типовых конструкций. 
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1. Расчеты на прочность и жесткость при кручении 
1.1.  Основные понятия и определения 
Распространенным стержневым элементом конструкций машин, работа-
ющих на кручение, является вал. Если нагрузка на прямолинейный брус (вал) 
состоит только из моментов, плоскости действия которых перпендикулярны к 
оси стержня, то из шести усилий и моментов в произвольном сечении остается 
лишь один – крутящий момент.  
Отметим, что чаще всего внешний крутящий момент возникает в валах, 
вращающихся с угловой скоростью n , об./мин, и передают мощность K , кВт, 
(распределительные, передающие валы зубчатых, ременных передач). В этом 
случае на валу в местах посадки зубчатых колес, шкивов возникает сосредото-
ченный крутящий момент, 
                                    
n
K
M 55,9к  .                                                        (1.1) 
 
Построение эпюр крутящих моментов основывается на том, что внутрен-
ний крутящий момент  zMк  в данном сечении численно равен алгебраической 
сумме внешних моментов относительно оси стержня всех сил, расположенных 
по одну сторону от сечения. Если вал вращается равномерно, то алгебраическая 
сумма всех моментов равна нулю. Поэтому при определении  zMк  будем по-
лучать один и тот же результат, независимо от того, будем брать сумму момен-
тов, расположенных слева или справа от сечения. 
Правило знаков: крутящий момент считается положительным, если при 
наблюдении с торца вдоль оси отсеченной рассматриваемой части, он пытается 
повернуть рассматриваемую область (отсеченную часть) против часовой стрел-
ки и наоборот. 
Сформулируем правила для построения и проверки правильности эпюр 
крутящих моментов: 
1. При построении эпюр следует проверять равновесие вала, то есть 
0 ziM . 
2. На участке с интенсивностью распределенного момента constm  
эпюра кM  линейная, а если 0m , то эпюра кM  по длине вала является кусоч-
но-постоянной по участкам вала, то есть constк iM . 
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3. В точке приложения сосредоточенного момента на эпюре кM  наблю-
дается скачок на величину внешнего момента. 
Экспериментально установлено, что при воздействии на вал двух проти-
воположно направленных крутящих моментов кM , приложенных на его концах 
(рис. 1), вал будет закручиваться, то есть одни сечения вала будут поворачи-
ваться к другим вокруг оси, в то время как длина вала остается неизменной. 
 
 
Рисунок 1 
 
Если закручивать вал до разрушения и представить графически зависи-
мость крутящего момента от угла закручивания, то получим диаграмму круче-
ния, что в случае пластического материала имеет вид диаграммы, показанной 
на рис. 2. На этой диаграмме так же, как и на диаграмме растяжения, можно 
отметить ряд характерных точек, отвечающих характеристикам материала при 
кручении: точка 1 соответствует максимальному значению момента пцM , до 
которого сохраняется линейная зависимость между нагрузкой кM  и углом за-
кручивания  ; в точке 2 наблюдается явление текучести материала при круче-
нии, когда при практически постоянном моменте тМ  увеличивается угол за-
кручивания; точка 3 соответствует максимальному значению момента maxM , 
при котором происходит разрушение образца. 
 
 
Рисунок 2 
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1.2. Касательные напряжения при кручении для бруса круглого 
или кольцевого сечения 
Предварительно рассмотрим экспериментальные результаты кручения 
бруса круглого сечения. На валу (рис. 3 а) отметим образующие (меридианы) и 
поперечные сечения (параллели): 
 
 
Рисунок 3 
 
1. При кручении поперечные сечения бруса поворачиваются вокруг своей 
оси и относительно друг друга. 
2. Образующие поворачиваются на один и тот же угол  . Квадраты пре-
вращаются в ромбы, прямые углы меняются, как и в случае чистого сдвига 
(рис. 3 а). Это свидетельствует о том, что выделенный элементарный объем 
любого слоя вала находится в условиях чистого сдвига.  
3. При кручении бруса круглого сечения придерживается гипотеза плос-
ких сечений: сечение плоское и нормальное к оси до деформации остается 
плоским и нормальным к оси в процессе деформации. 
4. Расстояния между сечениями в процессе деформации не изменяются 
( consta ), это подтверждает отсутствие в сечении нормальных напряжений.  
5. Длина и прямолинейность радиусов сечений не нарушается, то есть ка-
сательные напряжения   в любой точке сечения перпендикулярны радиусу   
(рис. 3 б). 
Рассмотрим брус диаметром d , длиной  , нагруженный моментом M  
(рис. 4 а). На расстоянии z  выделим элемент длиной dz  и рассмотрим его рав-
новесие (рис. 4 б). В левом сечении приложим действующий в нем крутящий 
момент кM , а в правом сечении заменим кM  напряжением, действующим на 
элементарной площадке dA  с координатами x , y , как показано на рис. 4 б. 
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Рисунок 4 
 
Считая, что начало координат совпадает с центром тяжести О сечения, 
запишем уравнение статического равновесия от элементарной силы dAdF  , 
действующей на площадке dA  (результирующая сила 
A
dAF  ):               
   ;0sin   
A
x dAF                                          (1.2)         
                ;0cos   
A
y dAF                                                 (1.3) 
                0к  
A
z dAMM  .                                    (1.4) 
 
Поскольку неизвестны величина и закон распределения касательного 
напряжения  , угол закручивания, положение нуля напряжений, то уравнение 
равновесия решить никак невозможно. Таким образом, задача является стати-
чески неопределимой. 
Для раскрытия статической неопределимости проведем геометрический 
анализ деформаций при кручении. Для этого с бесконечно малого участка вала 
длиной dz  выделим бесконечно тонкое кольцо толщиной d  (рис. 4 в). Услов-
но считаем, что левое сечение неподвижно. Правое сечение бесконечно малого 
цилиндра повернется вокруг оси z  на угол  d , причем   назовем абсолютным 
углом закручивания, который является перемещением при кручении. Образу-
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ющие ab  и cd  на боковой поверхности цилиндра перемещаются в положение 
1ab  и 1cd  соответственно, смещаясь на угол сдвига. 
Вычислим длину дуги 1bb

 (рис. 4в), рассматривая сначала криволиней-
ный треугольник аbb1: dzdzbb  tg1

, так как в пределах малых упругих 
деформаций  tg . Рассматривая затем криволинейный треугольник Оbb1, 
выявим, что величина дуги 1bb

 равна    ddbb 1

. Пренебрегая беско-
нечно малыми величинами второго порядка, получаем  ddz  , откуда 
dz
d
  .  Вводя относительный угол закручивания  
                                        
dz
d
  ,                                                       (1.5)  
 
получим уравнение совместности деформаций при кручении: 
 
                                       .                                                        (1.6) 
 
Поскольку в бесконечно малом элементе abcd  возникает напряженное 
состояние (рис. 4г), то в пределах малых деформаций выполняется закон Гука 
при сдвиге: 
 
                                       .G                                                        (1.7)  
 
Подставляя выражение (1.6) в (1.7), получим 
 
                                        G .                                                 (1.8)   
 
Последняя зависимость выражает закон Гука при кручении, на основании 
которого можно сделать вывод о том, что касательные напряжения в сечении 
изменяются по линейному закону  пропорционально радиусу  . 
Подставляя зависимость (1.8) в уравнение (1.2) и с учетом того, что G  и 
  являются постоянными величинами, а y sin , получим: 
 
.0sinsin   x
AAA
SGydAGdAGdA                                
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После аналогичной подстановки зависимости (1.8) в уравнение (1.3) по-
лучим: 
 
.0coscos   y
AAA
SGxdAGdAGdA       
 
Из последних уравнений следует, что статические моменты xS , yS  пло-
щади сечения относительно осей x , y  равны нулю, поскольку G  и   не равны 
нулю. 
Статические моменты площади только в отношении центральных осей 
равны нулю. Таким образом, оси x , y  являются центральными осями сече-
ния. 
Иными словами, центр кручения совпадает с центром тяжести сече-
ния. 
Подставляя зависимость (1.8) в уравнение (1.4), и с учетом того, что инте-
грал p
2 IdA
A
 - полярный момент инерции сечения, получим: 
 
0pк
2
кк   IGMdAGMdAGM
AA
 , 
 
а относительный угол закручивания принимает вид 
 
                                .
p
к
GI
M
                                                       (1.9) 
 
Величина pGI  называется жесткостью стержня при кручении. Из выра-
жения (1.8) получаем относительный угол закручивания .





G
 Приравнивая 
правые части последних выражений, получаем формулу для определения каса-
тельных напряжений при кручении бруса круглого или кольцевого сечения: 
 
                                .
p
к 
I
M
                                                 (1.10) 
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 Из уравнения (1.5) с учетом выражения (1.9) получаем, что угол закручи-
вания равен 
 
     .
0 p
к
0
 

GI
dzM
dz  
 
Полученное уравнение является законом Гука при кручении для абсо-
лютного перемещения. После интегрирования по длине бруса  получим, что в 
данном случае абсолютный угол закручивания   бруса можно вычислить по 
формуле        
                            
.
p
к
GI
M 
                                                    (1.11) 
1.3. Распределение касательных напряжений при кручении 
бруса круглого (кольцевого) сечения. Расчет на прочность 
Из уравнения (1.10) следует, что касательные напряжения по радиусу се-
чения распределяются линейно (рис. 5). 
Как видно из приведенных на рис. 5 эпюр касательных напряжений, мак-
симальные касательные напряжения возникают в крайних точках сечения, где 
max  : 
 
                                       max
p
к
max  
I
M
.                                             (1.12)   
 
  
Рисунок 5 
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Учитывая то, что величина  p
max
p
W
I


  является полярным моментом со-
противления сечения, условие прочности при кручении запишется в виде 
 
                                         ,
p
к
max  
W
M
                                                  (1.13)  
 
где    – допускаемое касательное напряжение, обусловленное отношением 
предела текучести материала с коэффициентом запаса прочности тn , то есть: 
 
т
т
n

  . 
Из условия прочности полярный момент сопротивления должен быть из-
бран по формуле 
 
к
p
M
W  . 
Значение полярного момента сопротивления для вала круглого сечения: 
 
 3
3
p 2,0
16
d
d
W 



. 
 
 Значение полярного момента сопротивления для вала кольцевого сече-
ния: 
 
   434
3
p 12,01
16
: cDc
D
W
D
d
c 









. 
 
Диаметр сечения для круглого вала вычисляется по формуле 
 
   
;
2,0
16
3 к3 к
 




MM
d  
  
для кольцевого вала: 
  
       
.
12,01
16
3
4
к
3
4
к
c
M
c
M
D






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1.4.  Расчет на жесткость  
Кроме расчета на прочность при кручении, валы рассчитываются на 
жесткость: 
 
                                      .
p
к
max  
GI
M
                                                    (1.14) 
 
В некоторых случаях условие жесткости при кручении состоит в абсо-
лютных углах закручивания   (   в радианах – допустимый абсолютный угол 
закручивания): 
 
                                            
p
к
GI
M 
.                                                     (1.15) 
 
Из формулы (1.14) полярный момент инерции pI , который обеспечивает жест-
кость, определяется как 
 
 
.кp


G
M
I  
Полярный момент инерции: 
 для круглого сечения   
     4
4
p 1,0
32
d
d
I 



,  
 для кольцевого сечения 
 
   444
4
p 1,101
32
cDc
D
I 



. 
 
Из условия жесткости диаметр круглого сечения: 
 
   
;
1,0
32
4
к
4
к
 




G
M
G
M
d  
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внешний диаметр кольцевого сечения: 
 
       
4
4
к
4
4
к
11,01
32
 




G
M
G
M
D  . 
 
Пример 1 
 
 
Рисунок 6 
Из условий прочности и жесткости опреде-
лить диаметр круглого сплошного вала (рис. 
6) при таких значениях моментов, которые 
передаются шкивами: 
 кHм6,01 M ;     кHм8,02 M ; 
кHм0,23 M ;     кHм6,04 M . 
 
Допустимое напряжение   МПа20 , допустимый относительный угол 
закручивания  
м
град
25,0 , или   1м0044,0 - . 
Модуль упругости стали при сдвиге МПа100,8 5G . 
Строя эпюру крутящих моментов, определяем, что наибольший момент 
действует на отрезке 2-3:    кHм4,18,06,021maxк  MMМ . 
Подберем диаметр вала из условия прочности: 
 
   
м0705,0
10202,0
104,1
2,0
16
3
6
3
3
к
3
к
міцн. 









MM
d . 
 
 Теперь подберем диаметр вала из условия жесткости: 
 
   
м.0794,0
0044,010108,01,0
104,1
1,0
32
4
65
3
4
к
4
к
жорст.









 G
M
G
M
d
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Из двух диаметров следует выбрать больший, полученный из условий 
прочности и жесткости, и округлить его в большую сторону до ближайшего це-
лого стандартного.  
Стандартный диаметр должен иметь последнюю цифру 0, 2, 5, 8, если 
диаметр выбирается в миллиметрах. Поэтому значение диаметра для вала вы-
бираем: 
  мм.80;max жорст.міцн.  ddd  
При этом максимальные касательные напряжения будут на втором участ-
ке вала: 
  




МПа67,13
10802,0
104,1
93
3
p
2кр
2max
W
M
. 
 
1.5.  Потенциальная энергия деформации при кручении 
Потенциальная энергия деформации U , накопленная в упругом теле, 
численно равна работе W  внешних сил, выполненной в процессе деформиро-
вания упругого тела. Рассмотрим брус длиной , нагруженный крутящим мо-
ментом М  (рис. 7). 
 
 
 
а б 
– 
в 
Рисунок 7 
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Вырежем элементарный отрезок dz  и рассмотрим его деформацию. 
Условно закрепим левое сечение бесконечно малого элемента вала dz . При 
статическом нагружении моментом кM  правое сечение элемента повернется на 
угол d  (рис. 7б). Элементарная работа dW  момента кM  на угле закручивания 
d  при нагрузке определяется площадью треугольника (рис. 7в), то есть 
dMdW  к
2
1
. Угол закручивания d  определяется по формуле (1.11) и со-
ставит 
p
к
GI
dzM
d  . Подставив значения d  в выражение для работы dW , по-
лучим 
p
2
к
2GI
dzM
dW  , где pI – полярный момент инерции при кручении. Но рабо-
та dW  численно равна потенциальной энергии деформации dU , то есть 
p
2
к
2GI
dzM
dWdU  . Полная потенциальная энергия деформации определяется 
как интеграл по длине бруса: 
 
                                          .
2 р
2
к

 GI
dzM
U                                               (1.16) 
 
Если стержень состоит из нескольких участков, потенциальная энергия 
деформации исчисляется как сумма интегралов по участкам: 
 
                                         .
21 p
2
iк
i
 


n
i GI
dzM
U

                                                  (1.17) 
  
1.6.  Расчет винтовой цилиндрической пружины с малым шагом 
Рассмотрим пружину (рис. 8 а) под действием внешней загрузки F . Ос-
новные параметры (рис. 8 б): 1D  – внутренний диаметр пружины (диаметр об-
разующей цилиндра, диаметр оправки); D  – средний (расчетный) диаметр; 2D  
–  внешний диаметр; d – диаметр прутка;  – угол наклона витка. 
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Рисунок 8 
 
Приведем внешнюю силу F  к центру тяжести поперечного сечения вит-
ка. Пренебрегая ввиду малости продольной силой sinFN   и изгибающим 
моментом sin
2
c
D
FM  , получим (рис. 8 в) поперечную силу FQ   и крутя-
щий момент 
2
к
D
FM  . От действия поперечной силы Q (деформация сдвига, 
среза) в сечении возникают касательные напряжения c , условно примем рав-
номерно распределенными по сечению (рис. 8 г) и равными 
2
c
c
4
d
F
A
Q




 . 
От действия крутящего момента 
2
к
D
FM   также возникают касатель-
ные напряжения, которые линейно распределяются по сечению (рис. 8 д) и 
имеют максимальное значение maxк  в крайних точках сечения: 
 
    .
8
16
2
33
p
к
maxк
d
DF
d
D
F
W
M







  
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Из эпюр, приведенных на рис. 8 г,д видно, что касательные напряжения 
c  и к  в точке  А совпадают по направлению. 
Рассмотрев две эпюры (рис. 8 г,д) получим, что в пружине наиболее 
нагруженные внутренние точки (точка А), а максимальные напряжения: 
 
          






23cmaxкmax
48
d
F
d
DF

  
   ,
2
1
1
8
2
1
8
33 




















md
DF
D
d
d
DF

                  (1.18) 
 
где 
d
D
m   – индекс пружины. При расчете пружин большого диаметра D из 
тонкой проволоки ( 1
2

D
d
) максимальные напряжения с достаточной степе-
нью точности можно определить по формуле 
 
.
8
3max d
DF




  
 
С учетом напряжений от продольной силы, изгибающего момента и по-
перечной силы последняя формула примет вид 
 
                                ,
8
3max d
DF
k




                                                  (1.19)  
 
где поправочный коэффициент 
mm
m
k
615,0
44
14



 , значение которого в зави-
симости от индекса пружины 
d
Dm   приведены в табл. 1. 
 
Таблица 1  Поправочные коэффициенты 
m 3 4 5 6 7 8 9 10 
k 1,58 1,4 1,31 1,25 1,21 1,18 1,16 1,14 
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При определении осадки    (деформации) винтовой цилиндрической 
пружины учтем только деформацию от кручения. Деформациями сдвига, рас-
тяжения - сжатия и изгиба пренебрегают ввиду их малости. 
Потенциальная энергия деформации пружины при статической нагрузке 
численно равна работе внешней силы F  на соответствующем перемещении  , 
то есть 
                                        
                                             .
2
1
 FU                                               (1.20) 
 
Вычислим потенциальную энергию деформации при кручении витков 
пружины, для чего вырежем бесконечно малый элемент длиной ds  (рис. 9). 
Жестко закрепим один его конец, на свободном конце стержня приложим воз-
никающий крутящий момент 
2
к
D
FM  . 
 
 
Рисунок 9 
  
 
Свободное крайнее сечение элементарного стержня повернется на угол 
,
p
к
GI
dSM
d   а точка приложения силы F  получит перемещение d . Считая  
незначительным влияние кривизны элементарного стержня, величину потенци-
альной  энергии при кручении одного витка пружины стержня вычислим по 
формуле (1.17): 
 
p
2
к
0 p
2
к
витка
22 GI
DM
dS
GI
M
U
D




 

. 
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Учитывая то, что крутящий момент 
2
к
D
FM  , полярный момент 
инерции 
32
4
p
d
I



, пружина имеет n  витков, потенциальная энергия при 
статической нагрузке пружины силой F  равна 
 
                                     
4
324
dG
nDF
U


 .                                               (1.21) 
 
Сравнивая значения потенциальной энергии, вычисляемой по формулам  
(1.20) и (1.21), зависимость для определения осадки   приобретает вид 
 
                                     .
8
4
3
dG
nDF


                                                   (1.22)  
 
Чтобы пружина была более податливой, диаметр прутка должен быть 
наименьшим, при этом максимальные касательные напряжения достигают зна-
чительных величин. Для исключения этого несоответствия пружины изготав-
ливаются из специальных пружинных материалов, имеющих высокие прочные 
характеристики. Приведем значения допустимых касательных напряжений для 
пружинных материалов: 
– высоко закаленные пружинные стали: 
  МПа500  при диаметре прутка мм6d ; 
  МПа400  при мм10d ; 
  МПа380  при мм12d ; 
– хромоникелевые стали: 
  МПа700  при мм12d ; 
– фосфористые бронзы: 
  МПа130  при мм16d . 
 
Пример 2 
Винтовая пружина (рис. 8а, б) изготовлена из проволоки мм 4d . Внут-
ренний диаметр пружины мм461 D . В напряженном состоянии зазор на про-
свет между витками МПа100,8мм;1 51  Gt . 
 20 
Определить, какая нужна сила для сжатия пружины, чтобы зазора не бы-
ло. 
Средний диаметр пружины – мм504461  dDD . 
Зазор закрывается, если осадка пружины одного витка будет равняться ему, то 
есть 
 
4
3
1
64
dG
RF
t


 , 
 
откуда: 
 
 
 
H5,20
102564
10110410108,0
64 33
34365
3
1
4









R
tdG
F . 
 
 
Пример 3 
 
 
Рисунок 10 
Для двух цилиндрических винтовых пружин, оси ко-
торых совпадают (рис. 10), нагруженных силой 
kH5,3F , определить напряжение. 
Средние диаметры пружин: 
 .мм160;мм80 21  DD  
Диаметры прутков: 
 мм.20мм;10 21  dd  
Число витков: .8;10 21  nn  
 
Материал двух пружин одинаковый: .21 GG   
Для расчета на прочность необходимо определить усилия, действующие 
на каждую пружину отдельно. 
Обозначим через 1F  и 2F  усилия, действующие в соответствующих пружинах. 
Применив уравнение равновесия, имеем: 
 
21 FFF  . 
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В данном случае пружины имеют одинаковую осадку, то есть перемеще-
ние вдоль их оси одинаковы – 21   . Согласно (1.22): 
 
.
88
4
22
2
3
22
4
11
1
3
11
dG
nDF
dG
nDF





 
  
Учитывая числовые данные, получим 
 
.
5
2
108020
108160
2234
43
2
1
3
1
4
1
4
2
2
3
2
1 FFF
nD
d
d
nD
F 






  
 
Используя уравнения равновесия, найдем 
 
222
5
7
5
2
FFFF   
.kH5,2
7
5
;kH1
7
2
21  FFFF  
 
Согласно (1.19), с учетом того, что поправочные коэффициенты 
18,121 kk  для 8
2
2
2
1
1
1  d
D
m
d
D
m  (см. табл. 1), касательные напряже-
ния в первой пружине будут равны 
 
МПа,4,240
01,0
08,01018
18,1
8
3
3
3
1
11
1max1 








d
DF
k  
 
а во второй – 
 
.МПа2,150
02,0
16,0105,28
18,1
8
3
3
3
2
22
2max2 








d
DF
k  
 
 22 
Для закаленной пружинной стали и данных диаметров прутков 
  МПа400350 . Таким образом, условие прочности для обеих пружин вы-
полняются. 
 
Пример 4 
 
 
 
Рисунок 11 
Для двух цилиндрических, последовательно располо-
женных винтовых пружин, оси которых совпадают 
(рис. 11), нагруженных через абсолютно жесткий диск 
силой kH5,3F , определить напряжение. 
Средние диаметры пружин: 
.мм160;мм80 21  DD  
Диаметры прутков: мм.20мм;10 21  dd  
Число витков: .8;10 21  nn  
Материал двух пружин одинаков: .21 GGG   
 
Для расчета на прочность необходимо определить усилия, действующие 
на каждую пружину отдельно. 
Обозначим через 1F  и 2F  усилия, действующие в соответствующих пружинах. 
При этом NF 1 ; FNF 2 . 
В данном случае осадка пружин, то есть перемещение вдоль их оси будет 
равно – 021В   . Согласно (1.22): 
 
 
.0
88
4
2
2
3
2
4
1
1
3
1
4
22
2
3
22
4
11
1
3
11
В 










d
nDFN
d
nDN
dG
nDF
dG
nDF
  
.0
4
2
2
3
2
4
2
2
3
2
4
1
1
3
1 





d
nDF
d
nDN
d
nDN
 
.0
4
2
2
3
2
4
2
2
3
2
4
1
1
3
1 








 



d
nD
F
d
nD
d
nD
N  
.29,0 FN   
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Учитывая многочисленные данные, получим значение усилий в пружинах: 
 
kH.48,271,0
kH;02,129,0
2
1


FFNF
FNF
 
 
При этом первая пружина работает на растяжение, а вторая на сжатие. 
 
Согласно (1.19) с учетом того, что поправочные коэффициенты 
18,121 kk  для 8
2
2
2
1
1
1  d
D
m
d
D
m  (см. табл. 1), касательные напряже-
ния в первой пружине будут равняться: 
МПа,2,245
01,0
08,01002,18
18,1
8
3
3
3
1
11
1max1 








d
DF
k  
а во второй  
.МПа4,151
02,0
16,01048,28
18,1
8
3
3
3
2
22
2max2 








d
DF
k  
 
Для закаленной пружинной стали и данных диаметров прутков 
  МПа400350 . Таким образом, условие прочности для обеих пружин вы-
полняются. 
 
1.6. Кручение бруса некруглого сечения 
При кручении бруса некруглого сечения (прямоугольных, треугольных, 
эллиптических, прокатных, тонкостенных и др.) гипотеза плоских сечений не 
выполняется. Поперечные сечения не остаются плоскими, отдельные точки вы-
ходят из плоскости – сечения подвергаются депланации. При кручении бруса 
постоянного сечения крутящими моментами, приложенными к свободным его 
концам, депланация всех поперечных сечений оказывается одинаковой. При 
равномерной депланации нормальные напряжения в поперечных сечениях не 
возникают. Такой вид кручения называется чистым (свободным) кручением, 
при котором величины и характер распределения касательных напряжений во 
всех сечениях одинаков. 
Решение задачи о чистом кручении некруглых брусьев методами сопро-
тивления материалов невозможно. Точные решения задач о кручении бруса не-
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круглого сечения получены в теории упругости. Окончательные формулы для 
определения максимальных касательных напряжений max , относительного уг-
ла закручивания   и абсолютного угла закручивания   бруса длиной  имеют 
следующий вид: 
    ;
к
к
max
W
M
                        (1.23) 
               ;
кGI
M
                                   (1.24)       
       ,
к
к
GI
M 
                            (1.25) 
 
где кW  – момент сопротивления на кручение, см
3
, м
3
,  
кI   – момент инерции на кручение, см
4
, м
4
.  
 
1.7.  Кручение бруса прямоугольного поперечного сечения 
Распределение касательных напряжений для прямоугольного сечения 
приведено на рис. 12. Наибольшие напряжения max  возникают на серединах 
длинных сторон сечения (точки А и В). Касательные напряжения на серединах 
коротких сторон (точки С, D) определяются по формуле max  . 
 
 
Рисунок 12 
 
Момент сопротивления на кручение кW  и момент инерции на кручение 
кI  для прямоугольного поперечного сечения имеют вид: 
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.
,
3
к
2
к
bhI
bhW




          (1.26) 
 
Коэффициенты  ,,  определяются в зависимости от отношения длин-
ной стороны h  прямоугольника к короткой стороне b  –  
b
h  и приведены в 
таблице 2. 
 
Таблица 2 – Кручение призматического бруса прямоугольного попереч-
ного сечения (таблица коэффициентов  ,, ) 
b
h        
1,00 0,208 0,141 1,000 
1,05 0,211 0,147 0,981 
1,10 0,214 0,154 0,963 
1,15 0,217 0,160 0,946 
1,20 0,219 0,166 0,931 
1,25 0,221 0,172 0,916 
1,30 0,223 0,177 0,903 
1,35 0,225 0,182 0,891 
1,40 0,227 0,187 0,879 
1,45 0,229 0,191 0,869 
1,50 0,231 0,196 0,859 
1,55 0,233 0,200 0,850 
1,60 0,234 0,204 0,842 
1,65 0,236 0,207 0,834 
1,70 0,237 0,211 0,827 
1,75 0,239 0,214 0,821 
1,80 0,240 0,217 0,815 
1,85 0,242 0,220 0,809 
1,90 0,243 0,223 0,804 
1,95 0,245 0,226 0,800 
2,00 0,246 0,229 0,795 
2,50 0,258 0,249 0,766 
3,00 0,267 0,263 0,753 
4,00 0,282 0,281 0,745 
5,00 0,292 0,291 0,743 
6,00 0,298 0,298 0,743 
7,00 0,303 0,303 0,743 
8,00 0,307 0,307 0,743 
9,00 0,310 0,310 0,743 
10,00 0,313 0,313 0,743 
  0,333 0,333 0,743 
 26 
  
Условие прочности при кручении бруса прямоугольного сечения соглас-
но условию (1.23) имеет вид 
 
                                    .
к
к
max  
W
M
                    (1.27) 
 
Условие жесткости при кручении принимается для относительного угла 
закручивания 
                                                    
        
к
к
GI
M
,          (1.28) 
 
или для абсолютного угла закручивания: 
 
        
к
к
GI
M 
.          (1.29) 
 
1.8.  Кручение бруса произвольной формы 
При кручении брусьев эллиптического поперечного сечения максималь-
ные касательные напряжения возникают в крайних точках, лежащих на малых 
полуосях. В этом случае 
 
16
2
к
hb
W



, 
 
где b  и h  – соответственно размеры малой и большой осей эллипса. 
Наибольшие напряжения во внешних точках сечения на большой полуоси 
 
m
max'   , 
 
где 
b
hm  . 
Условный момент инерции при кручении бруса эллиптического сечения 
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 22к
64
bh
bh
I 



. 
 
Если закручиваются брусья сложного незамкнутого поперечного сечения, 
которое можно разделить на отдельные части с iIк  и iWк , то для него 
 



n
i
in IIIII
1
ккк2к1к , 
 
где ni ;;2;1   – номера простейших частей, на которые разделено поперечное 
сечение. 
Поскольку угол закручивания для всего сечения и отдельных его частей 
один и тот же: 
 
n
n
i
i
GI
М
GI
М
GI
М
к
к
к
к
к
к  , 
 
то крутящий момент распределяется между отдельными частями сложного се-
чения пропорционально их жесткости: 
 
.;;;
к
к
кк
к
к2
к2к
к
к1
к1к
I
I
ММ
I
I
ММ
I
I
ММ nn   
 
Соответственно наибольшее касательное напряжение в каждой части се-
чения 
 













i
ii
iii
i
i
W
I
I
М
I
I
W
М
W
М
к
к
к
к
к
к
к
к
к
к
к . 
 
Наибольшее значение напряжения   достигнет для того элемента, у ко-
торого отношение 
i
i
W
I
к
к  будет самым большим: 
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к
к
maxк
к
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к
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М
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I
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i
i 





 , 
где 
maxк
к
к
к







i
i
W
I
I
W . 
 
1.9.  Кручение тонкостенных брусьев 
Характерной геометрической особенностью тонкостенных брусьев явля-
ется то, что их толщина существенно меньше других линейных размеров. Тон-
костенным брусом называется такой, для которого выполняется условие 
10
max
min 

b
, где minb – минимальный поперечный размер сечения в плане, а max – 
наибольшая толщина контура профиля (рис. 13 а). Срединная линия профиля – 
это геометрическое место точек, расположенных на серединах толщин контура 
профиля. Если срединная линия представляет собой замкнутый контур (рис. 13 
б), то брус называется брусом замкнутого (закрытого) профиля (сечения). Если 
срединная линия представляет собой незамкнутый контур, то брус называется 
брусом открытого профиля (рис. 13 в). 
 
Рисунок 13 
  
1.9.1. Кручение бруса закрытого профиля 
Приближенный расчет кручение таких тонкостенных брусьев основан на 
гипотезе Бредта о том, что касательные напряжения в поперечном сечении рас-
пределяются по толщине стенки равномерно и направлены параллельно каса-
тельной к срединной линии контура (рис. 13 б). Касательные напряжения в лю-
бой точке замкнутого профиля произвольной формы с переменной толщиной 
стенок вычисляются по формуле Бредта: 
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,
2
к




А
M
          (1.30) 
 
где *A  – площадь, ограниченная срединной линией профиля (рис. 13б). 
Наибольшее напряжение возникает в том месте контура, где толщина 
стенки профиля сечения является наименьшей   min s . Условие прочности 
в этом случае запишется в виде 
 
                                 .
2 min
к
max 

 


А
M
                   (1.31)                                                          
 
Абсолютный угол закручивания стержня длиной  определяется форму-
лой 
 
                                ,
4
2
к





S
dS
GА
M



          (1.32)                                                               
 где 
S s
ds
– контурный интеграл берется по длине S срединной линии контура 
профиля. Если толщина профиля постоянная const , то 

S
dS
dS
SS
 
1
, 
где S – длина контура срединной линии. Тогда формула для полного угла за-
кручивания примет вид: 
 
                                .
4
2
к
GА
SM



 


                    (1.33) 
                                                                     
 
1.9.1. Кручение брусьев открытого профиля 
При расчете брусьев открытого профиля следует различать простые и со-
ставные сечения. Примеры простых профилей (сечений) приведены на рис. 14. 
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Рисунок 14 
 
Эти профили характеризуются тем, что могут быть развернуты в вытяну-
тый прямоугольник высотой S и шириной . Для узкого прямоугольного сече-
ния (рис. 15), когда 10
b
h
, коэффициенты 
3
1
   и моменты сопротивления 
кW  и инерции кI  запишутся как 
3
2
2
к
bh
bhW

 , 
3
3
3
к
bh
bhI

   и 
формулы (1.23) – (1.25) для определения максимальных касательных напряже-
ний max , относительного   и абсолютного   углов закручивания запишутся в 
виде 
 
2
к
max
3
bh
M


 ;  
3
к3
bh
M


 ;  
3
к3
bh
M




 . 
 
 
Эпюра распределения касательных напряжений изображена на рис. 15. 
По всей длине h  профиля max  , по ширине поперечного сечения касатель-
ные напряжения меняются по линейному закону. 
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Рисунок 15 
 
Приведенными формулами можно пользоваться и для тонкостенных не-
замкнутых профилей с криволинейным контуром постоянной толщины  , если 
вместо h  подставить длину S  срединной линии сечения, а вместо b - толщину 
профиля   (рис. 14). 
Для составных брусьев открытого профиля, состоящих из нескольких уз-
ких прямоугольников различной толщины (типа швеллер, уголок, двутавр) ве-
личина момента инерции кI  при кручении можно определить по формуле 
 
                                


3
3
к
iihI

 ,                                                 (1.34) 
  
где коэффициент   зависит от формы сечения (для углового – 1 ; дву-
тавровыого – 2,1 ; таврового – 15,1 ; швеллерного – 12,1 ). 
Момент сопротивления при кручении запишется как: 
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 
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 ii bhIW , 
 
 
а максимальные касательные напряжения определятся как 
 
                               
 


3
maxк
к
к
max
3
ii bh
M
W
M


 .                                   (1.35) 
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Наибольшие напряжения в каждом элементе определяются по формуле 
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Абсолютный угол закручивания   определяется как 
 
 
                               
 
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

3
к
к
к 3
ii bhG
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M



.                                (1.36) 
 
Пример 5 
Сопоставить величины наибольших касательных напряжений и углов за-
кручивания для стальных брусьев длиной , диаметром мм40D , толщиной 
стенки 1 мм для случаев открытого (рис. 16 а) и закрытого (рис. 16 б) про-
филей, нагруженных одинаковыми крутящими моментами кM . 
 
 
Рисунок 16 
 
Брус открытого профиля (рис. 16 а).   
Развернем профиль в вытянутый прямоугольник со сторонами: 
 
b , 
DSh   . 
 
 33 
Максимальные касательные напряжения вычислим по формуле 
 
к
к
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 . 
  
Момент сопротивления на кручение: 
 
333
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Тогда максимальные касательные напряжения оказываются равными 
2
к
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. 
 
Абсолютный угол закручивания вычислим по формуле 
 
к
к
1
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Момент инерции на кручение: 
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В этом случае угол закручивания равен 
           
3
к
1
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
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Брус закрытого профиля (рис. 16 б). 
Максимальные касательные напряжения вычислим по формуле Бредта: 
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где 
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Угол закручивания вычислим по формуле 
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После преобразований получим: 
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Отношение напряжений: 
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Отношение углов закручивания: 
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Итак, стержень замкнутого профиля оказывается существенно более 
прочным и в еще большей степени жестким, чем такой же незамкнутый. 
 
1.10. Статически неопределимые системы при кручении 
Статически неопределимыми называются кинематически неизменные 
системы, в которых число неизвестных усилий, включая реакции опор и внут-
ренних силовых факторов (крутящих моментов), больше числа уравнений ста-
тики, которые можно составить для данной задачи. 
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Степень статической неопределимости показывает, сколько уравнений 
совместности перемещений в геометрическом анализе деформирования необ-
ходимо сложить, чтобы можно было решить задачу. План решения задачи та-
кой же, как и для статично неопределяемых систем при растяжении-сжатии. 
1.10.1. Раскрытие статической неопределимости при последователь-
ном соединении участков бруса 
Раскрыть статическую неопределимость вала (рис. 17), построить эпюру 
крутящих моментов и определить размеры поперечного сечения бруса, если 
допустимые касательные напряжения   . 
Статическая сторона задачи. 
Составим уравнения равновесия: 
  .03BC21BCz  MMMMMMMM                        (1.37) 
Геометрическая сторона задачи 
Для раскрытия статической неопределимости необходимо составить одно 
уравнение совместности перемещений. 
 
Рисунок 17 
 
Отбросим правое защемление и его действие заменим моментом CM . 
Этот момент определяется из условия, что поворот правого торцевого сечения 
относительно левого равен нулю: 
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                     .0
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 MMM                                          (1.38)                
 
Физическая сторона задачи 
Воспользуемся законом Гука при кручении для углов закручивания: 
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Совместное решение уравнений. Подставим (1.39) в (1.38): 
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







GI
аM
GI
аM
GI
аM
GI
аM
GI
аM
                          (1.40) 
 
С учетом того, что MM 42  , 
32
4
p1
d
I



, p1
4
p2 16
32
16 I
d
I 



, и выполнив преобразования, получим 
 
,0
16
4
16
2
16
2
2A 






MM
MM  
откуда MM
17
7
A  .  
Из (1.37):  MMMMM A
17
58
17
7
33B 





 .  
Построение эпюры крутящих моментов. По участкам, показанным на рис. 17 
вычисляем значение крутящего момента: 
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 
 
  .
17
58
;
17
10
;
17
7
B3к
1A2к
A1к
MMzM
MMMzM
MMzM



 
 
Проверяем правильность решения задачи, для чего вычислим угол пово-
рота AB : 











p1p1p1p1
AB
1617
58
1617
10
17
10
17
7
IG
аM
IG
аM
GI
аM
GI
аM
  
              .0170170
1617
5810160112
1617 p1p1







IG
аM
IG
аM
 
 
Определение размеров поперечного сечения. Предварительно опреде-
лим, на каком участке вала возникают наибольшие напряжения. 
Полярные моменты сопротивления отдельных участков вала: 
 
16
3
p1
d
W



,        p1
33
p2 8
16
8
16
W
dD
W 





. 
Получим следующее: 
 первый участок  диаметром d  – ;
17
7
p1
max
W
M
   
 второй участок  диаметром d  – ;
17
10
p1
max
W
M
   
 третий участок  диаметром D  – 
p1p1p2
max
17
25,1
817
10
17
10
W
M
W
M
W
M


 ; 
 четвертый участок  диаметром  D  – .
17
25,7
17
58
p1p2
max
W
M
W
M
  
Таким образом, наиболее нагруженный брус на втором участке диамет-
ром d . 
Из условия прочности  

 



3
к
max
16
d
M
, получим 
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   
3
3
к 17
10
16
16








M
M
d . 
 
Пример 6 
Для последовательного расположения участков вала (прямоугольная, 
трубчатая, круглая) раскрыть статическую неопределимость, исходя из условий 
прочности и жесткости определить размеры поперечного сечения. 
Дано:  
;мH500;мH400;мH300 321  МММ  
;м2,0;м0,1;м5,1  сba      ;МПа108,0;6,1;3,1 521  Gkk  
    .
м
град
2;МПа40  Θ   
 
Рисунок 18 
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1. Определим геометрические характеристики поперечных сечений участков 
вала: 
 трубчатая часть: 
 
Рисунок 19 
0d  – внутренний диаметр; D  –  внешний диаметр; 
8125,0
6,1
3,1
2
10 
k
k
D
d
с . 
Полярный момент инерции: 
   
.363,0
32
1
32
1 4
444
2
44
рт d
cdkcD
I 





 
 
Полярный момент сопротивления: 
 
    3433243
рт 453,0
16
1
16
1
d
cdkcD
W 





. 
 
 сплошная кругла часть вала: 
 
Рисунок 20 
Полярный момент инерции: 
4
4
рк 098,0
32
d
d
I 



. 
Полярный момент сопротивления: 
3
3
рк 196,0
16
d
d
W 



. 
 прямоугольная часть вала: dh 1,5 ; d
d
k
h
b 

 15,1
3,1
5,1
1
. 
 
Рисунок 21 
Момент инерции при кручении: 3к bhI   , 
177,0  зависит от соотношения сторон прямо-
угольника 3,1
b
h
; (см. табл. 2). 
433
к 404,0,1515,1177,0 dddI  . 
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Момент сопротивления при кручении:  
 
,2к bhW   
,2230  зависит от соотношения сторон прямоугольника 3,1
b
h
 (см. табл. 2). 
 
   322к 442,015,15,1223,0 dddW  . 
 
2. Раскроем статическую неопределимость данной схемы. 
При данном типе нагрузки в местах закрепления вала возникают два реак-
тивных момента AM  и BM  в плоскостях, перпендикулярных оси стержня. Сте-
пень статической неопределимости 12n  равна единице. Задача один раз 
статически неопределима. 
Статический аспект задачи: 
     Из условий равновесия вала: 
 
  0;0 B321A
1
z 

MMMMMM
n
i
i .                         (1.41) 
 
Геометрический аспект задачи: 
Поскольку оба конца вала жестко закреплены, то угол поворота сечения 
А относительно В равна нулю: .0BА   
На основании принципа независимости действия сил абсолютный угол 
закручивания равен алгебраической сумме углов закручивания от каждого 
внешнего момента, и последнее уравнение перепишем в виде 
 
          .03BА2BА1BААBА  ММММ                              (1.42) 
 
Физический аспект задачи: 
Используя формулу закона Гука, запишем выражения для углов закручивания: 
 
   
   
;
рк
A
рт
A
к
А
АBА
IG
bcM
IG
aM
IG
bcМ
М








  
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   
 
;
рк
1
рт
1
к
1
1BА
IG
bcM
IG
aM
IG
bМ
М








                                                                                                                                  
   
 
;
рк
2
рт
2
2BА
IG
bcM
IG
aM
М





                              (1.43) 
    .
рк
3
3BА
IG
bM
М


  
 
Если подставить выражения (1.43) в выражение (1.42), получим: 
 
    
,0
рк
3
ркрт
2
ркртк
1
ркртк
А

















 









 









 



I
b
M
I
bc
I
a
M
I
bc
I
a
I
b
M
I
bc
I
a
I
bc
М
                  (1.44) 
 
из которого находим значение AM . Аналогично можно определить и второй 
реактивный момент BM , для чего рассмотрим угол закручивания сечения В от-
носительно А: .0АВ  
     В нашем случае: 
 
;0
098,0
0,1
098,0
2,1
363,0
5,1
098,0
2,1
363,0
5,1
404,0
0,1
098,0
2,1
363,0
5,1
404,0
2,1
43442
4441
444A










































d
M
dd
M
ddd
M
ddd
M
 
 
 
 
  ;02,1024,1213,4
24,1213,448,2
24,1213,497,2
32
1
A



MM
M
M
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;мH27,367
34,19
510065485655
34,19
2,1037,1685,18 321
A






MMM
M
 
 
.мН27,367A M  
 
Из уравнения (1.41) находим: 
 
.мН27,16727,367500400300
A321B

 MMMMM
 
 
3. Строим эпюру крутящих моментов. 
4. Подберем размеры поперечных сечений на частях вала из условия прочно-
сти: 
      ;кmax  
iW
M
 
      
 трубчатая часть вала:  мН73,332к M  
 
 
2
3
6
3
к
1 10638,2
1040453,0
73,332
453,0






M
d м. 
      
 круглая часть вала:  мH73,332кmax M  
 
 
2
3
6
3
кmax
2 10488,3
1040196,0
73,332
196,0
M 





d м. 
      
 прямоугольная часть вала: мH27,367maxк M  
 
 
2
3
6
3
maxк
3 10749,2
1040442,0
27,367
442,0
M






d м. 
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Из трех диаметров следует выбирать больший 35d мм, найденный из 
условия прочности для круглой части вала. 
 круглая   ;МПа59,39
105,3196,0
73,332
63
р
к
max 


W
M
  
    ;МПа91,19
105,3196,0
27,167
63
р
к
max 


W
M
  
 трубчатая          ;МПа13,17
105,3453,0
73,332
63
рт
к
max 


W
M
  
 прямоугольная         ;МПа38,19
105,3442,0
27,367
63
к
к
max 


W
M
  
    .МПа55,3
105,3442,0
27,67
63
к
к
max 


W
M
  
3. Построим эпюру углов закручивания. 
Последовательно для частей вала находим значения углов закручивания (в ра-
дианах и в градусах). 
   ;град087,0рад10515,1
105,3404,010108,0
2,027,367
3
8465
к
AD
к
AD









IG
cM

 
   ;град079,0рад10387,1
105,3404,010108,0
0,127,67
3
8465
к
DE
к
DE









IG
bM

 
   ;град656,0рад10453,11
105,3363,010108,0
5,173,332
3
8465
рт
EF
к
EF









IG
aM

 
   ;град324,0рад10656,5
105,3098,010108,0
2,073,332
3
8465
рк
FH
к
FH









IG
cM

 
   .град815,0рад10218,14
105,3098,010108,0
0,127,167
3
8465
рк
HB
к
HB









IG
bM

 
Условия жесткости выполнены, допустимый относительный угол закру-
чивания:  
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    .
м
рад
1035;
м
град
2 3 Θ  
  













 

м
рад
105,3
м
рад
1028,28
2,0
10656,5 23
3
FHmax  . 
Строим эпюру абсолютных углов закручивания: 
    оAD 087,0  
    оDEADAE 166,0079,0087,0    
    оEFAEAF 49,0656,0166,0    
    оFHAFAH 814,0324,049,0    
    0815,0814,0HBAHAB    
Если абсолютный угол закручивания сечения А относительно сечения В с  
заданной точностью (35 %) буде равняться нулю, то эпюра   построена вер-
но. 
 
1.10.2. Раскрытие статической неопределимости  при параллельном соеди-
нении участков бруса 
Стальной  брус 1 круглого сечения ( ,031 d см) и алюминиевая трубка 2 
( 6,4D см, 0,4d см) соединены жестким диском, к которому приложен мо-
мент мkH5,4 M  (рис. 18). Модуль сдвига стали МПа108,0 51 G , алюми-
ния МПа1027,0 52 G . 
Раскрыть статическую неопределимость системы, т.е. найти моменты 1M  
для бруса и 2M  для трубки. 
 
Рисунок 22 
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Статическая сторона задачи 
Внешний момент M  распределяется на два бруса, и уравнение статики 
примет вид: 
 021z  MMMM , или .21 MMM                                 (1.45) 
 
Геометрическая сторона задачи. Поскольку диск, скрепляет алюминие-
вую трубку и стальной брус, абсолютно жестким телом, то угол поворота сече-
ния А для обоих брусьев одинаков. Уравнение совместности перемещений: 
      21   .                                  (1.46) 
Физическая сторона задачи. По закону Гука при кручении: 
p
к
GI
M 
 , 
получим: 
                   
p22
2
р11
1
IG
M
IG
M 
     или     .
р22
р11
21
IG
IG
MM                                  (1.47)                                                         
Вычисляем полярные моменты инерции для стального бруса круглого се-
чения и для кольцевого сечения алюминиевой трубки: 
   895,7
32
3
32
44
1
р1 




 d
I см
4
, 
  19
6,4
4
1
32
6,4
1
32
1
32
4444
4
4
p2 







































D
dDD
I см
4
. 
Подставим в уравнение (1.47) значения р2p121 ,,, IIGG , получим: 
   25
5
21 25,1
19
8
1027,0
108,0
MMM 


                   (1.48)                                                                 
Решая совместно уравнения (1.48) и (1.45), получим значение моментов, 
действующих в сечениях трубки и бруса: 
кHм0,2
25,2
5,4
25,2
2 
M
M , 
кHм5,225,1 21  MM . 
 
Проверяем правильность решения задачи. Относительный угол поворо-
та диска (сечение А) равен относительному углу поворота крайнего правого се-
чения стального бруса и алюминиевой трубки:  
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.рад39,0
10810108,0
105,2
865
3
1 




  
.рад39,0
1019101027,0
100,2
865
3
2 




  
 
21  A  
 
Пример 7 
 Для параллельного расположения участков (внутренняя - прямоугольная, 
круглая; внешняя - трубчатая) раскрыть статическую неопределимость, из 
условия прочности определить допустимое значение параметра М . 
    МПа.108,0;
м
град
2;МПа50;мм30.0,2;5,1 521  GΘdkk 
м.0,5м;1,0;м0,2  сbа  
 
 
 
Рисунок 23 
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Геометрические характеристики сечений: 
 внутренний вал: 
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2. Раскрытие статической неопределимости: 
Составим уравнения статики: 0Z M ; 
 
                                 0123ТВ  МММММ ,                                    (1.49) 
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где МВ – опорный момент, действующий на валу; МТ – опорный момент, дей-
ствующий на трубке в сечении  А. 
Составляем условия совместимости перемещений: углы закручивания в 
сечении В на валу и трубке одинаковы: 
                                                       
ВВ
ВТ   .                                                        (1.50) 
 
 Используем закон Гука для углов закручивания: 
 в трубке: 
    
 
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3
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Т
Т
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baM
IG
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 для вала: 
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Далее приравниваем полученные уравнения: 
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После соответствующих преобразований получим 
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 С учетом уравнения (1.49), находим: 
 
 49 
.1155,0;3845,0 BT MMMM   
 
Далее строим эпюры крутящих моментов в трубке и на валу. 
Определим допустимое значение параметра М  из условия прочности на 
отдельных участках конструкции: 
 для трубки:  
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 для квадратной части вала: 
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 для круглой части вала 
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 Таким образом, допустимое значение параметра крутящего момента 
определенного из условия прочности, необходимо выбрать: 
  
        м.H66,299;;min B2B1Tпрочн. 






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Определим допустимое значение параметра М  из условия жесткости на 
отдельных участках конструкции: 
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 для квадратной части вала: 
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 для круглой части вала: 
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 Таким образом, допустимое значение параметра крутящего момента 
определенного из условия жесткости необходимо выбрать: 
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Для того чтобы конструкция удовлетворяла условию прочности и усло-
вии жесткости одновременно, из двух определенных допустимых значений па-
раметра крутящего момента необходимо выбрать меньше. 
 
      м.H01,251;min жестк.прочн. 

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 Вычислим абсолютные углы закручивания на отдельных участках и по-
строим эпюры распределения углов закручивания в трубке и на валу: 
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Как видим, углы закручивания трубки и вала в сечении В относительно 
неподвижного сечения А практически совпадают – погрешность несовпадения 
равна: 
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Максимальный относительный угол закручивания будет на участке DB вала: 
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 Допустимые значения крутящих моментов, определенных из условия 
прочности,  меньше выбранного из условия жесткости значения, поэтому мож-
но считать, что и условие прочности будет выполняться на всех участках.
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2. Расчетно-проектировочное задание 
 
Цель изучения раздела «Кручение» в курсе «Сопротивление материалов» 
- научиться основам инженерного расчета элементов конструкций машин и ме-
ханизмов на прочность и жесткость при нагрузке, действующей в плоскости 
поперечного сечения (крутящего момента) с учетом при этом условий работы, 
свойств и различных типов поперечных сечений. 
Для лучшей организации и более эффективной самостоятельной работы 
студентов, в соответствии с требованиями программы курса «Сопротивление 
материалов», студентам предлагается к выполнению расчетно-проектировочное 
задание (РПЗ) по теме «Расчеты бруса при кручении». Выполняя эту работу, 
нужно практически ознакомиться с методами вычисления крутящих моментов, 
построением эпюр моментов и напряжений, определением размеров и формы 
поперечного сечения для различных схем, обеспечивающих условия прочности 
и жесткости. 
2.1. Состав  расчетно-проектировочного задания 
Расчетно-проектировочное задание состоит из трех этапов: 
1. Решение предложенных преподавателем задач для определенных вари-
антов расчетных схем и исходных данных, оформление их в соответствии с 
требованиями кафедры «Механики сплошных сред и сопротивление материа-
лов». 
2. Написание контрольных работ по теме РПЗ. 
3. Защита РПЗ. Защита включает в себя объяснение методов и принципов 
решения задач и ответ на контрольные теоретические вопросы. Количество и 
объем этих вопросов определяется преподавателем индивидуально для каждого 
студента. 
Цель работы – построение эпюр крутящих моментов, определение каса-
тельных напряжений для круглого (кольцевого) валов, раскрытие статической 
неопределимости предложенных расчетных схем, определение внутренних си-
ловых факторов на отдельных участках бруса, построения эпюр, проведение 
проектировочного расчета для определения размеров поперечного сечения, 
обеспечивающие заданный коэффициент запаса прочности. 
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Дано: 
1. Схема заданной системы с указанием длин участков и внешнего нагру-
жения. 
2. Форма и соотношение размеров поперечного сечения. 
3. Допустимое касательное напряжение   , допустимый относительный 
угол закручивания   , модуль сдвига материала G . 
РПЗ состоит из двух обязательных для решения задач: 
1.  Определить рациональное расположение шкивов и из условий прочности и 
жесткости, выбрать размеры поперечных сечений (диаметр круглого и кольце-
вого валов) для статически определимой системы. Сравнить их веса. Варианты 
расчетных схем приведены в приложении 1, а численные данные - в таблице 
Д.1. 
2.  Для заданной статически неопределяемых системы с последовательным рас-
положением участков вала из расчета на прочность определить размеры попе-
речных сечений на всех участках вала и построить эпюру углов закручивания, 
сравнив их значение с допустимым значением угла закручивания. В случае 
необходимости отыскать размеры поперечных сечений вала из условия жестко-
сти. Варианты расчетных схем приведены в приложении 2, а численные данные 
- в таблице Д.2. 
2.2. Порядок выполнения задания 
Задача 1. Для статически определимого вала, нагруженного крутящими 
моментами из условия прочности и жесткости, определить размеры попе-
речного сечения. 
1.  Выписать для заданного варианта многочисленные данные. В определенном 
масштабе начертить схему заданной системы с указанием ее линейных раз-
меров и внешних нагрузок. 
2.  Определить значение крутящих моментов на шкивах. 
3.  Построить для заданной схемы эпюры крутящих моментов. 
4.  Определить диаметр сплошного круглого вала из условия прочности. 
5.  Расположить шкивы рационально и для этого случая построить эпюру кру-
тящих моментов. 
6.  Определить размеры поперечного сечения (диаметры сплошного и трубчато-
го валов) для рационального расположения шкивов из условий прочности и 
жесткости. Выбрать больший диаметр. 
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7.  Определить касательные напряжения на разных отрезках вала согласно зна-
чениями эпюры крутящих моментов и построить эпюру касательных напря-
жений для сплошного вала. 
8.  Сравнить веса сплошного вала для заданной системы и сплошного вала для 
рационального расположения шкивов. Также сравнить веса сплошного и 
трубчатого валов для рационального расположения шкивов. 
9.  Построить эпюру углов закручивания рационального сплошного вала, мгно-
венно остановив один из шкивов вала. 
10. Построить эпюры касательных напряжений в поперечном сечении сплош-
ного и трубчатого валов. 
Задача 2. Для статически неопределимой системы при кручении (после-
довательное расположение участков вала) из условия прочности и жест-
кости определить размеры поперечного сечения. 
1. Для заданного варианта задания выписать многочисленные данные и в 
определенном масштабе начертить схему заданной системы с указанием 
линейных размеров и внешних нагрузок. 
2. Установить степень статической неопределимости системы. 
3. Определить геометрические характеристики поперечных сечений сплош-
ного, трубчатого и прямоугольного валов через параметр - диаметра 
сплошного вала. 
4. Статический аспект задачи. Составить и записать уравнения статики. 
Выбрать основную статически определяемую систему, мысленно отбро-
сив одну из опор и заменив ее действие на крутящий момент. Раскрыть 
статическую неопределимость системы. 
5.  Геометрический аспект задачи. Рассмотреть совместное деформирова-
ние основной системы. Записать уравнения совместности перемещений: 
углов закручивания. При этом, угол поворота сечения на опоре В относи-
тельно сечения на опоре С равен нулю. 
6. Физический аспект задачи. Используем закон Гука для записи выраже-
ний для углов закручивания. 
7. Построить эпюру крутящих моментов. Из условия прочности определить 
размеры поперечного сечения. 
8. Построить эпюры касательных напряжений для различных отрезков схе-
мы. 
9. Построить эпюру углов закручивания и сделать проверку условия жест-
кости. 
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Примеры решения задач 
2.3.  Образец выполнения задачи 1 
              
 
Мощность, передаваемая шкива-ми, 
равна: 
,кВт50;кВт40
;кВт25;кВт20
43
21


NN
NN
 
при угловой скорости: 
хв.
об.478n  
Длина участков вала: 
.м3,0;м2,0
;м4,0;м5,0
43
21




. 
Допустимые касательные напряже-
ния: 
  МПа50 . 
Допустимый относительный угол 
закручивания:  
 
м
град.
0,2Θ . 
 
 
;
м
рад
035,0
1800



Θ
  
Модуль сдвига – МПа100,8 5G . 
Рисунок 24 
 
Порядок решения задачи: 
1. Начертить схему системы. 
2. Определить значения крутящих моментов: 
     ;мкН4,0
478
20
55,91 М  
     ;мкН5,0
478
25
55,92 М                     (2.1) 
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     ;мкН8,0
478
40
55,93 М  
     .мкН0,1
478
50
55,94 М  
 
Из условия статики: 
 
.кHм7,20,18,05,04,0
;0
43210
Z


MMMMM
M
                                 (2.2) 
 
3. Согласно с методом сечений  эпюра крутящих моментов имеет вид кМ . 
4. Определение диаметра d  сплошного вала. Участок  1  является самым 
опасным. 
Из условия прочности: 
 
                              
 
 
.м065,0
105014,3
107,21616
3
6
3
3
maxк
P
maxк
max










M
d
W
M
          
  
5. Расположим шкивы рационально и построим эпюру 
р
кМ . Рекомендуется 
шкивы, имеющие меньший момент, располагать по краям вала. При этом 
необходимо учитывать, что ведущий шкив располагается посредине, а раз-
ница между суммой крутящих моментов слева и суммой крутящих момен-
тов справа должна быть минимальной:    правклевкmin MM  
6. Определение размеров поперечного сечения (диаметра сплошного вала): 
– из условия прочности: 
 
  
 
;м0522,0
105014,3
104,11616
3
6
3
3
р
maxкпроч.
р 







M
d           
 
 из условия жесткости: 
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 
.м0475,0
105,3108,014,3
104,13232
4
211
3
4
р
maxкжест.
р 






 G
M
d         
 
Значение диаметра для сплошного вала избирается как большее из двух 
значений – 






 жест.р
проч.
рp ;max ddd . 
Диаметр сплошного вала для рационального расположения шкивов выби-
раем  мм55d . 
Момент сопротивления круглого сплошного вала 
 
   36
33
р
р м1067,32
16
055,014,3
16





d
W

. 
 
Диаметр трубчатого вала для рационального расположения шкивов при 
8,0
D
dс  вычисляется по формуле 
 
  
     
.м0622,0
8,01105014,3
104,116
1
16
3
46
3
3
4
р
maxк







c
M
D

         
                                                        мм65D . 
При этом максимальные касательные напряжения 
 
 
МПа.44
8,01105,614,3
104,116
463
3
р
p
maxк
max 



W
M
  
 
7. Касательные напряжения на участках вала: 
;МПа3,15
1067,32
105,0
6
3
р
р
1к
1 



W
М
  
;МПа8,39
1067,32
103,1
6
3
р
р
2к
2 



W
М
  
;МПа9,42
1076,32
104,1
6
3
р
р
3к
3 



W
M
  
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.МПа2,12
1067,32
104,0
6
3
р
р
4к
4 



W
М
  
 
Знак касательных напряжений особого значения не имеет, поэтому при 
построении эпюры   возможно откладывание ординат по одну сторону. 
8. Вес сплошного вала заданной системы и вес сплошного вала при рацио-
нальном расположении шкивов соотносятся как площади поперечных сече-
ний: 
                                            4,1
55
65
22
рр
















d
d
А
А
. 
 
Соотношение весов сплошного и трубчатого валов дает: 
 
.2
1
1
2
2
р
тр.
р
р









cD
d
А
А
 
 
Жесткость на кручение сплошного вала: 
 
                 .мН109,71
32
055,014,310108,0 23
465
р 

 IG  
9. Эпюра углов закручивания на участках вала: 
 
                   ;рад1047,3
109,71
5,0105,0 3
3
3
р
1
р
1к
1







IG
М 
  
                   ;рад1023,7
109,71
4,0103,1 3
3
3
р
2
р
2к
2







IG
М 
  
                   ;рад1089,3
109,71
2,0104,1 3
3
3
р
3
р
3к
3







IG
М 
  
                   рад.1067,1
109,71
3,0104,0 3
3
3
р
4
р
4к
4







IG
М 
  
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Мгновенно остановим шкив 2М  и построим эпюру   на первом участке. 
Примем за нулевую отметку угол закручивания первого участка и построим 
эпюру на втором участке и т.д. на третьим и четвертым участках. 
Суммарный угол закручивания 
 
  .рад1014,51067,189,323,747,3 33
4
1i


 i  
 
Наибольший относительный угол закручивания 
 
                  .
м
рад
1047,19
109,71
104,1 3
3
3
р
р
maxк
max






IG
M
  
 
Условие жесткости   max  выполняется. 
10. Построим эпюры касательных напряжений в поперечных сечениях сплош-
ного и трубчатого валов. 
 
 
 
Рисунок 25 
 
2.4.  Образец выполнения задачи 2 
Для последовательного расположения участков вала (прямоугольная 
(квадрат), круглая) раскрыть статическую неопределимость, исходя из условий 
прочности и жесткости определить размеры поперечного сечения. 
Дано:  
 м.0,2 м;0,1 м;5,0 321   .мH200;мH300 21  ММ  
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;МПа108,0;25,1 5 Gk         .
м
град
2;МПа50  Θ   
 
Рисунок 26 
4. Определим геометрические ха-
рактеристики поперечных сече-
ний участков вала: 
 
– сплошная круглая часть вала: 
 
Рисунок 27 
 
 
Полярный момент инерции: 
4
4
р 1,0
32
d
d
I 



. 
Полярный момент сопротивления: 
.2,0
16
3
3
р d
d
W 



 
 
 
– квадратная часть вала: dh  ,50 ; db  5,0 . 
 
Рисунок 28 
Момент инерции при кручении: 3к bhI   , 
141,0  зависит от соотношения сторон прямоугольника 
0,1
b
h
; (см. табл. 2). 
 
433
к 06,0,808,0141,0 dddI  . 
 
Момент сопротивления при кручении:  
,2к bhW   
,2080  зависит от соотношения сторон прямоугольника 0,1
b
h
 (см. табл. 2). 
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   322к 11,08,08,0208,0 dddW  . 
 
5. Раскроем статическую неопределимость данной схемы. 
При данном типе нагрузки в местах закрепления вала возникают два реак-
тивных момента AM  и BM  в плоскостях, перпендикулярных оси стержня. Сте-
пень статической неопределимости 12n  равна единице. Задача один раз 
статически неопределима. 
Статический аспект задачи: 
     Из условий равновесия вала: 
 
  0;0 C21B
1
z 

MMMMM
n
i
i .                          (2.3) 
 
Геометрический аспект задачи: 
Поскольку оба конца вала жестко закреплены, то угол поворота сечения 
В относительно С равна нулю: .0BC   
На основании принципа независимости действия сил абсолютный угол 
закручивания равен алгебраической сумме углов закручивания от каждого 
внешнего момента, и последнее уравнение перепишем в виде 
 
                  .0CBC2BC1BC  МММ                                      (2.4) 
 
Физический аспект задачи: 
Используя формулу закона Гука, запишем выражения для углов закручивания: 
 
  ;
к
11
1BC
IG
М
М




  
                                                 
 
;
к
212
2BC
IG
M
М




            (2.5) 
                       
 
;
р
3C
к
21C
CBC
IG
M
IG
М
М







  
 
Если подставить выражения (2.5) в выражение (2.4), получим: 
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                       ,0
к
21
2
к
1
1
р
3
к
21
C 













I
M
I
M
II
М

                   (2.6) 
 
из которого находим значение CM . Аналогично можно определить и второй 
реактивный момент BM , для чего рассмотрим угол закручивания сечения В от-
носительно С: .0CВ  
     В нашем случае: 
 
;0
06,0
5,1
06,0
5,0
1,0
0,2
06,0
5,1
424144C






























d
M
d
M
dd
M  
 
;00,2533,80,45 21C  MMM  
 
;мH6,166
0,45
50002499
0,45
2000,2530033,8
0,45
0,2533,8 21
C 






MM
M  
 
Из уравнения (2.3) находим: 
 
.мН4,3336,166200300C21B  MMMM  
 
3. Строим эпюру крутящих моментов. 
4. Подберем размеры поперечных сечений на частях вала из условия прочно-
сти: 
      ;кmax  
iW
M
 
      
 квадратная часть вала: мH4,333maxк M  
 
0393,0
105011,0
4,333
11,0
M
3
6
3
maxк
1 





d м. 
 
 круглая часть вала:  мH6,166кmax M  
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 
0255,0
10502,0
6,166
2,0
M
3
6
3 кmax
2 





d м. 
      
Диаметр следует округлить в большую сторону, чтобы он оканчивался в 
миллиметрах на 0, 2, 5, 8:     40;max 21  ddd мм. 
 
 квадратная         ;МПа4,47
100,411,0
4,333
63
к
1к
max1 


W
M
  
    .МПа7,4
100,411,0
4,33
63
к
2к
max2 


W
M
  
 круглая   ;МПа0,13
100,42,0
6,166
63
р
3к
max3 


W
M
  
 
6. Построим эпюру углов закручивания. 
Последовательно для частей вала находим значения углов закручивания (в ра-
дианах и в градусах). 
 
   ;град777,0рад01356,0
100,406,010108,0
5,04,333
8465
к
1
BF
к
BF








IG
M 

 
   ;град156,0рад00272,0
100,406,010108,0
0,14,33
8465
к
2
FH
к
FH








IG
M 

 
   ;град932,0рад01627,0
100,41,010108,0
0,26,166
8465
р
3
HC
к
HC








IG
M 

 
 
Условия жесткости выполнены, допустимый относительный угол закру-
чивания:  
    .
м
рад
1035;
м
град
2 3 Θ  
;
м
рад
1012,27
5,0
01356,0 3
1
BF 



 

BF  
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;
м
рад
1072,2
0,1
00272,0 3
2
FH
FH 



 


  
;
м
рад
1014,8
0,2
01627,0 3
3
HC
HC 



 


  
  







 
м
рад
100,35
м
рад
1012,27 33BFmax  . 
 
Строим эпюру абсолютных углов закручивания: 
 
    оBF 777,0  
    оFHBFFBH 933,0156,0777,0    
    0932,0933,0HCBHBC    
 
Если абсолютный угол закручивания сечения В относительно сечения С 
с заданной точностью (35 %) буде равняться нулю, то эпюра   построена 
верно. 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 
 
 
2.5. Расчетные схемы и численные данные (прил. 1 и прил. 2) 
Приложение 1. 
2.5.1. Задача 1. Статически определимый вал 
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Продолжение приложения 1 
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Окончание приложения 1 
 
Таблица Д.1 
 
 
Численные данные к задаче 1 
 
№ 
вар. 
K1, 
кВт 
K2, 
кВт 
K3, 
кВт 
K4, 
кВт 
1 , 
м 
2
 , 
м 
3
 , 
м 
4
 , 
м 
n , 
об./хв. 
  , 
МПа 
 Θ , 
град/м 
1  2,0 3,5 2,8 2,2 0,5 0,2 0,6 0,2 238 28 2,0 
2  2,5 3,2 3,0 2,8 0,1 0,4 0,4 0,6 286 32 1,8 
3  2,8 3,0 3,5 2,2 0,3 0,6 0,8 0,4 334 40 1,9 
4  3,0 2,8 2,2 3,5 0,5 0,5 0,6 0,4 382 35 1,7 
5  3,2 2,5 2,5 2,8 0,1 0,3 0,4 0,2 248 32 2,1 
6  3,5 2,0 2,5 3,0 0,2 0,4 0,5 0,1 267 40 2,2 
7  4,0 2,2 3,8 2,5 0,5 0,2 0,4 0,1 382 32 2,0 
8  2,5 3,8 2,2 4,0 0,4 0,3 0,5 0,2 477 40 2,2 
9  2,8 2,6 3,4 3,2 0,3 0,6 0,2 0,4 382 45 2,0 
10  3,5 3,4 2,6 2,2 0,4 0,5 0,1 0,2 430 32 1,8 
11  3,4 2,6 3,5 2,5 0,2 0,3 0,5 0,5 450 40 2,2 
12  2,5 2,2 3,8 4,2 0,5 0,1 0,2 0,6 477 35 2,1 
13  3,5 4,0 2,0 2,5 0,6 0,2 0,3 0,5 572 45 2,0 
14  4,0 3,5 2,2 2,8 0,4 0,2 0,3 0,1 667 32 1,9 
15  4,2 3,8 2,5 2,5 0,1 0,3 0,2 0,4 765 40 2,1 
16  3,8 3,2 2,4 2,6 0,2 0,5 0,4 0,1 572 35 2,0 
17  3,2 2,8 3,5 2,5 0,5 0,2 0,3 0,6 382 32 2,2 
18  2,5 3,5 3,2 2,8 0,6 0,3 0,4 0,5 286 40 1,8 
19  3,5 3,5 4,2 2,8 0,4 0,2 0,3 0,5 248 45 1,8 
20  2,5 4,0 2,0 3,5 0,5 0,6 0,2 0,3 430 50 2,0 
21  3,0 2,8 3,2 2,0 0,1 0,3 0,6 0,2 382 40 2,2 
22  2,5 3,5 4,0 2,0 0,3 0,2 0,5 0,5 477 35 2,0 
23  2,0 3,0 3,0 4,0 0,5 0,5 0,3 0,2 450 40 1,8 
24  2,5 3,0 2,8 3,2 0,4 0,5 0,3 0,2 475 45 2,0 
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Приложение 2 
2.5.2. Задача 2. Статически неопределимый вал (последовательное со-
единение) 
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Продолжение приложения 2 
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Заключение приложения 2 
Таблица Д.2 
 
Численные данные к задаче 2. 
 
№ 
вар 
,1  
м 
,2  
м 
,3  
м 
k  
1M , 
Нм 
2M , 
Нм 
  , 
МПа 
 Θ , 
град/м 
1 1,5 1,0 0,3 1,3 200 400 40 2,0 
2 1,4 0,9 0,4 1,5 210 300 48 1,8 
3 1,6 1,1 0,5 1,4 280 450 45 2,2 
4 1,8 1,0 0,4 1,5 300 500 50 2,0 
5 1,5 0,9 0,4 1,6 250 350 30 1,8 
6 1,2 0,8 0,3 1,2 300 400 40 1,8 
7 1,1 0,5 0,2 1,3 450 500 50 2,2 
8 1,4 0,5 0,1 1,4 480 500 45 2,0 
9 1,6 1,1 0,5 1,3 300 400 40 1,8 
10 1,2 0,7 0,2 1,3 250 300 35 2,0 
11 1,5 0,8 0,3 1,2 350 400 40 2,2 
12 1,6 1,0 0,5 1,5 400 450 50 2,2 
13 1,2 0,8 0,5 1,6 450 500 45 2,0 
14 1,5 0,5 0,5 1,8 350 400 40 1,8 
15 1,3 0,6 0,2 1,2 280 350 30 2,0 
16 1,4 0,8 0,4 1,3 200 350 35 1,8 
17 1,3 0,7 0,4 1,4 300 400 50 2,4 
18 1,2 0,5 0,2 1,5 350 500 52 2,2 
19 1,0 0,5 0,2 1,6 200 350 40 1,8 
20 1,5 1,0 0,5 1,5 300 400 50 1,8 
21 1,6 1,4 1,0 1,6 250 450 40 2,0 
22 1,1 0,5 0,1 1,4 300 450 35 1,8 
23 1,2 0,8 0,3 1,2 250 450 40 2,0 
24 1,1 1,0 0,5 1,6 350 400 50 2,2 
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Контрольные вопросы 
1. Что называется кручением? 
2. Какие внутренние силовые факторы имеют место при кручении? 
3. По какой формуле вычисляются касательные напряжения при кручении ва-
лов круглого поперечного сечения? 
4. По какой формуле вычисляются касательные напряжения при кручении ва-
лов кольцевого поперечного сечения? 
5. Как выглядит закон Гука при кручении? 
6. Какие геометрические характеристики используются при кручении некруг-
лых профилей? 
6. Где касательные напряжения достигают наибольшего значения при кручении 
бруса прямоугольного поперечного сечения? 
7. Что следует понимать под рациональным расположением шкивов? 
8. Какие системы называются статически неопределимыми? 
9. В каком порядке производится расчет статически неопределимых систем 
(методика расчета) при кручении? 
10. В чем заключается деформационная проверка правильности решения стати-
чески неопределимых задачи при кручении? 
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